Planche n° 31. Intégration : corrigé

Exercice n°1

f est continue sur le segment [a, b] et admet donc un maximum M sur ce segment. Puisque f est strictement positive sur
[a, b], ce maximum est strictement positif.

Soit € €]0,2M].

b

1/n
(f(x))™ dx) . Par croissance de l'intégrale, on a déja
a

b 1/n
Un < (J mn dx) =M(b—a)'/m,

Pour n € N*, posons u, = <J

a

(car Vx € [a,b], 0 < f(x) < M = V¥x € [a,b], (f(x))™ < M™ par croissance de la fonction t — t™ sur [0, +o0]).
D’autre part, par continuité de f en xo tel que f(xo) = M, 3[«, Bl C [a,b]/ x < B et Vx € [&, B, f(x) > M — %

Pour n élément de N*, on a alors

En résumé,

Ve €10,2M[, 3(ex, B) € [a,b]?/ o < f et ¥n € N*, (M— %) (B—o)"/™ <un < M(b—a)/™

Mais, lim M(b—a)"”/™ =M et lim (M—f) B-a)/m=M-E.
n—+o0 n—-+oo 2 2
Par suite, In; e N*/Vn>n;, M(b—a)/" <M+ ¢eet In, e N*/¥n >n,, (M— %)([3—0()1/“ >M —ce.
Soit ng = Max{nj,n,}. Pour n > ng,ona M — ¢ < u, < M + ¢. On a montré que
Ve>0,Inp e N*/vyneN n>nyg=|lu, — M| <¢),

et donc que lim u, =M.
n—-+oo

Plus généralement, si g continue sur [a,b], g admet un minimum m; et un maximum M; sur cet intervalle, tous deux
strictement positifs puisque g est strictement positive. Pour n dans N*, on a

b 1/n b 1/n b
)/ (J (00" dx) < (j (7)) glx) dx) <My (J e d")’

b 1/n b 1/n
et comme d’aprés 'étude du cas g =1, on a lim m}/n <J (f(x))™ dx) = lim M}/n (J (f(x))™ dx) =M,
a a

n—-+oo n—-+oo
b 1/n
le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que liI_'I_l (J' (f(x))"g(x) dx) = M. On a montré que
n—-+oo

Exercice n° 2

1) f est continue sur le segment [0, 1] et est donc bornée sur ce segment. Soit M un majorant de |f| sur [0, 1]. Pour n € N,
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1 1

M
unl < | MO e <M e = A
0 0 n+1
et comme lim —— =0, on a montré que lim u, =0.
n—+oo N+ 1 n—-+oco
n+1
Soit n € N. Les deux fonctions t — T et T sont de classe C! sur le segment [0, 1]. On peut effectuer une intégration
n

par parties qui fournit

Al L (1 1

Up = | ——f(t)] — —J (1) dt = f) —J (1) dt.
n+1 o M+1]p n+1 n+1)
1
Puisque f’ est continue sur [0, 1], d’aprés le début de la question 11111 J "1 £/(1) dt = 0 ou encore
n——+oo 0
1 ] n+1g/s 1
—— | () dt = of—].
n+1 0 n—+oo n
f(1 (1 f(1 (1 1
D’autre part, puisque f(1) # 0, n(——l—)1 e % ou encore n(—}—)1 e % +o0 (E)
. f(1) 1
Finalement, u,, = ——= 4 o0 — ] ou encore
n—+oo M n
(1)
W o~

2) Puisque f est de classe C' sur [0, 1] et que f(1) = 0, une intégration par parties fournit
T ("
=—— | t""'f(1) dt.
tn n+1 JO ( )

Puisque f’ est de classe C! sur [0,1] et que /(1) # 0, le 1) appliqué & f’ fournit

T 1£/(1 /(1
un:_—J thr]f/(t) dt - - ( ) - _ ( ).
n+1)J, notoo M M n?

1 1

it 1 mt s

Par exemple, J thsin—dt ~ —et J thcos—dt  ~ -—.
o 2 n—+4oo M 0 2 n—+oo 2n

Exercice n° 3

1) Pourn > 1,

T &, kt 1T&/k\ . km 1 ¢&./k
unzgzk Sln?:E H Sln?:H f H s
k=1 k=1
ou f(x) = x?sin(7x). un est donc une somme de RIEMANN & pas constant associée a la fonction f sur [0,1]. Puisque la

1
fonction f est continue sur le segment [0, 1] et que le pas o tend vers 0 quand n tend vers +00, on sait que u, tend vers

1

1 1
+ EJ x cos(7rx) dx = l + E ([lxsin(ﬂx)} — lJ sin(7tx) dx)
T o Tlo

1
J x? sin(7tx) dx = |:—7]—TX2 cos(nx)]

o o Tlo T T
T 271 Yy o2 /1
=———|—zcos(mx)| ==-——|=+=
s s 7T 0 7T TT 7T 7T
14
T w3

2) On peut avoir envie d’écrire :

In(uy) = % < (In(a + k) —lnk)> - % Y In (1 + %) .
k k=1

=1
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. a a N N .
La suite de nombres a, PRI « est une subdivision (& pas non constant) de [0, al » mais malheureusement son pas
n
a a , . . . -
a— 5=3 ne tend pas vers 0 quand n tend vers +o0o0. On n’est pas dans la méme situation que précédemment.

Vn+1

Rappel. (exo classique) Soit v une suite strictement positive telle que la suite ( ) tend vers un réel positif £, alors la

Vn

suite ( ¢Y/vn) tend encore vers {.

Posons v, = H a+ k) puis u, = ¥Yvn,.

Vnyr  at+n+l
Vn o n+]

-1,

et donc lim u, =1.
n—-+oo

3) Encore une fois, ce n’est pas une somme de RIEMANN. On tente un encadrement assez large : pour 1 < k < n,

n+k n+k <n+k
n2+n n2+k - n2

En sommant ces inégalités, il vient

] n

= on+k 1 &
7n2+nl;(n+k)<l;n2+k —ZZTI-Fk

et donc ((premier terme + dernier terme)xnombre de termes/2),

1 ((n+1)+2n)n< <i((n+1)+2n)n

n2+n 2 SUn S 2 2 ’
3 1 3 1 3 1 3 1 3 3
et finalement, 2(27::__” <up < T;:L_ . Or, 7 (zi 7 et nz;: tendent tous deux vers 7 Donc, u,, tend vers 7

4) Tout d’abord

= 1 1 & 1 1 & k
“:l;,/nz_]@:{]; /]<k)zn];f(n>’
n

1 . . .
pour x € [0, 1[. uy, est donc effectivement une somme de RIEMANN & pas constant associée a la fonction

V1 —x2
f mais malheureusement, cette fonction n’est pas continue sur le segment [0, 1], ou méme prolongeable par continuité en
1. On s’en sort néanmoins en profitant du fait que f est croissante sur [0, 1[.

ou f(x) =

Puisque f est croissante sur [0, 1], pour T < k<n—2,on a

] (k+1)/n ]
J dx,

k/n \/]_Xz

etpour T <k<n—1,

1 1 = [ 1 . 1
Un = — S —— dx= ——=dx =Arcsin(1——],
ng 1\ 2 ZJ(k_n/n V1—x? Jo V1 —x? ( n)

et
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1
VIn—=1

T T
Quand n tend vers +00, les deux membres de cet encadrement tendent vers Arcsin1 = 3 et donc u,, tend vers 5

5) Pour 1 <k <n, vk —1<E(Wk) < Vk, et en sommant,

3

.I n
vk — <u, < — k.
o (5 R e (5
1 T & T« [k ! 3
Quand n tend vers +o0, \/_ﬁ tend vers 0 et la somme de RIEMANN m ]; Vk = - ]; - tend vers L VX dx = 7
3
Donc, u,, tend vers 7

6) La, on a une somme de RIEMANN & pas constant associée a une fonction continue sur un segment :
1

1« (k/n)? Tox2 1 In3
=— ————— tend ——— dx In|8x3 +1]| =—=—.
Un nk:11+8(k/n)3 en versJo PN [24 n|8x° + qo 7
n—1 n—1 2
1 1 2 1 1 1 1 an
) un = E T =35 X — g 7tendverS—J dx = =(In4—1n2) =
= 2Ak+n)+1 2 nk:02+2k+] 2 )0 2+x 2
1
8) Soit f(x) = X—ze_]/X six > 0et0six=0.fest continue sur [0,1] (théoréme de croissances comparées). Donc,
1 n k 1 1
Uy = o E f (E) tend vers J f(x) dx. Pour x € [0, 1], posons F(x) = J f(t) dt. Puisque f est continue sur [0, 1], F Dest
k=1 0 x

1
Jf(x)dx:F(O): lim F(x)= lim [e—”t}]: lim (e ' —e1/x) =1

0 x—0, x>0 x—0, x>0

1
Donc, u,, tend vers - quand n tend vers +o0.

Exercice n° 4

Supposons f de classe C? sur [0, 1]. Soit F une primitive de f sur [0, 1]. Soit n un entier naturel non nul.

wn = [ 110 dt_l“gf(;) ’(Ej”“fm dt_%f@) Z(F () r (B) - Le (5).

0 g k=0
f est de classe C2 sur le segment [0, 1]. Par suite, F3) = £/ est définie et bornée sur ce segment. En notant M, la borne
supérieure de |f”| sur [0, 1], I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE a 'ordre 3 appliquée a F sur le segment [0, 1] fournit

k+1 k 1.,(k 1 ., (k (1/n)3M,
P () -ar (5) e (5)] < 5

et donc,

Z F k+1 —F k _l]:/ k _LF” k < k+1 —F k _l]:' k _LF'/ k
n n n n 2n? n n n n n 2n? n
k=0 k=0
© (/mPM; M,
< —_— = .
6 6n2
k=0
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n—1
. k41 K\ 1., (k 1, [k B il
Amsué{F( — ) F(n> —F (n) =P ()] =.0(2)

n—1
k+1 k 1 k 1 k 1
ou encore ];) |:F <T> —F (E) — EF/ (E) — FFH E>:| n~>:+oo O(H) ou enﬁn
n—1
_ 1,k 1
Un e 2t ()‘FO(;)
Maintenant,
P K _

k=0

" 1 z_
—znz F ( _T1 _T1 ( )
1

;e
Or, la fonction f’ est continue sur le segment [0, 1]. Par suite, la somme de RIEMANN — Z < ) tend vers J' f'(t) dt =
n .= 0

f(1) — f(0) et donc

1T 1E 1 (1) —f(0) 1
I~ ;Z; ( )nﬁﬁma#“”—““+°“”wim——3€——+°(a)-

Finalement,

Exercice n°5

1) Puisque f est de classe C! sur [a, b], on peut effectuer une intégration par parties qui fournit pour A > 0 :
1 b
< (@i i+ | ieorat) .
A a
b

Cette derniére expression tend vers 0 quand A tend vers 400, et donc J f(t) sin(At) dt tend vers 0 quand A tend vers +oo.
a

b
J £(t) sin(At) dt

a
a a

b
= |%(_ [cos(At)F(t)]® +J f'(t) cos(At) dt)

2) Si f est simplement supposée continue par morceaux, on ne peut donc plus effectuer une intégration par parties.
cos(Aa) — cos(Ab) < 2
A

b
J sin(At) dt| =

a

Le résultat est clair si f =1, car pour A > 0,

< -
A

Le résultat s’étend aux fonctions constantes par linéarité de l'intégrale puis aux fonctions constantes par morceaux par

additivité par rapport a 'intervalle d’intégration, c’est-a-dire aux fonctions en escaliers.

Soit alors f une fonction continue par morceaux sur [a, b].

Soit ¢ > 0. On sait qu'’il existe une fonction en escaliers g sur [a, b] telle que Vx € [a, b], [f(x) — g(x)| < ﬁ.

Pour A > 0, on a alors

b b
J (f(t) — g(t)) sin(At) dt+J g(t)sin(At) dt

a

b
J £(t) sin(Mt) dt| =

a

b b
J g(t)sin(At) dt| < J g(t)sin(At) dt

a

b
<J|ﬂﬂ—gﬁﬂﬁ+

b
J g(t) sin(At) dt|.

Maintenant, le résultat étant déja établi pour les fonctions en escaliers,

b
JA >0/ VA € R, (A>A:> J g(t)sin(At) dt| <

a

) .
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£

Pour A > A, on a alors

b
J f(t) sin(At) dt| < =¢. On a montré que

a

N
N e



Ve>0,3JA >0/ VAER, A > A=

b
J' f(t) sin(At) dt| < ¢),

a

b
et donc que J f(t) sin(At) dt tend vers 0 quand A tend vers 4oco.

a

Exercice n° 6

1) Soient m un réel strictement positif et, pour t € R, f;,,(t) = e™*. f;;, est bien un élément de E et de plus,

1
@ (fm) = —5(e™ —e™)(e ™ —e ™)
m
_ #em(a—o—b)/z (em(b—a)/z _ e—m(b—a)/Z) e—m(a+b)/2 (em(b—a)/z _ e—m(b—a)/Z)
_ 4sh?*(m(b—a)/2)
- o~ _

Cette expression tend vers 400 quand m tend vers +oo et @(E) n’est pas majoré.

2) Soit f continue et strictement positive sur [a,b]. L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ montre que :

olf) = (Jb( ) dt) [ <+m>2

avec égalité si et seulement si IA € R% / Vt € [a,b], \/f(t) =A—= \/_) ou encore si et seulement si

JA e R/ Vt € [a,b], f(t) = A, c’est-a-dire que f est une constante strictement positive.

b -I 2
> (J VD dt) —(b—a),

a f

Ceci montre que @(E) admet un minimum égal & (b — a)? et obtenu si et seulement si f est une constante strictement
positive.
Exercice n° 7

tz

V1418

définie sur R et de classe C' et G’ = g (G est la primitive de g sur R qui s’annule en 1). Plus précisément, g est de classe
C sur R et donc G est de classe C* sur R. Finalement, f est définie et de classe C* sur | — oo, 1{U]1, +oo0l.

Etude en 1.

X
Pour t réel, posons g(t) = puis, pour x réel, G(x) = J g(t) dt. Puisque g est définie et continue sur R, G est
1

Gx) G(1)+G’(1)(x—1)+Gz(])(x—1)2+o((x—1)2) o'(1)

f(X):X—1xil x—1 o 9(1) + 2

(x—=1)+o((x—1)).

Donc, f admet en 1 un développement limité d’ordre 1. Par suite, f se prolonge par continuité en 1 en posant

1 (1
f(1)=g(1) = ﬁ puis le prolongement est dérivable en 1 et /(1) = QT() Or, pour tout réel x,
1 4x7 1—x8
’x—2x7+x2<— )—ZX
9 T+ 8 (11 x5)v/T £ 8 (1181 18

et g’(1) = 0. Donc, /(1) =0.
G'(x)(x—1)—G(x)

(x—1)2
Sur R\ {1}, f/(x) est du signe de h(x) = G’'(x)(x — 1) — G(x) dont la dérivée est

Dérivée. Variations Pour x # 1, f/(x) =

x(x—1) (1—x)
1+x8 VIFxS

Pour tout réel x, h/(x) est du signe de 2x(x —1)(1 —x3) ou encore du signe de —2x(14x)(x —1)2. h est donc décroissante
sur | — oo, —1] et sur [0, +ool et croissante sur [—1,0].

h(x) =G"(x)(x =1+ G'(x) = G'(x) = (x = 1)g"(x) =

1 1
Maintenant, quand x tend vers +oo (ou —o0), G'(x)(x — 1) = g(x)(x = 1) ~ X3 =5 et donc G’(x)(x — 1) tend vers 0.
Ensuite, pour x > 1

http ://www.maths-france.fr 6 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



et G est bornée au voisinage de +o0o (ou de —o0). Comme G est croissante sur R, G a une limite réelle en 00 et en —co.
Cette limite est strictement positive en +oc0 et strictement négative en —oo. Par suite, h a une limite strictement positive
en —oo et une limite strictement négative en +oo. Sur [0,+oo[, h est décroissante et s’annule en 1. Donc, h est positive
sur [0, 1] et négative sur [1,+oo[. Ensuite,

1 2 T2 1
h( 1)_L — dt \/Z_zjo NS dt \/Z<2L v dt —v2 =0,
et h(—1) < 0. h s’annule donc, une et une seule fois sur ] — oo, —1[ en un certain réel « et une et une seule fois sur ] —1,0[
en un certain réel $. De plus, h est strictement positive sur ] — oo, [, strictement négative sur ], [, strictement positive
sur 1B, 1[ et strictement négative sur |1, +ool.
f est strictement croissante sur ] — oo, o, strictement décroissante sur [, B], strictement croissante sur [, 1] et strictement
décroissante sur [1,4ool.

Etude en l’infini. En 400 ou —oco, G a une limite réelle et donc f tend vers 0.

Exercice n° 8
X

1) La fonction t — et” est de classe C*® sur R. Donc, la fonction x — J et” dt est de classe C® sur R et il en est de
0

méme de f. N

2
La fonction t — et” est paire et donc la fonction x +— J e'” dt est impaire. Comme la fonction x +— e est paire, f est

0
mmpailre.

X
2) Pour x réel, f'(x) = —2xe" J eV dt+e e = —2xf(x) + 1.
0

3) Pour x > 1, une intégration par parties fournit :

X X x X Lt x? X Lt
42 1 12 1 42 1J' e e e 1J e
t=] == x2t t= | +-| >dt=—-——Z+=| — at
Le d L th e d [Zte ] d dt,

et donc,

X 1
11— 2xf(x)] = |1 — 2xe™ J et” dt — 2xe ™ J et’ dt
1 0
2 2 x et2 2 ! 12
=|1—1T+exe ™ +xe * J t—zdt—er_X J et dt
1 0
2 [* etz 2 2 ! 2
< xe ¥ J = dt +exe ™ +2xe J et dt.
1 0

Les deux derniers termes tendent vers O quand x tend vers +oco d’aprés un théoréme de croissances comparées. Il reste le
premier. Pour x > 2,

1t _— _—
(x—1)? x
<xe ™ X (x Z)e 72 +xe ¥ e J'Xil 2 dt
1 1 1
:X(X 2)e72x+1 + _ - :X(X ])e72x+1 4
x—1 x x—1

t2

X
e
Cette derniére expression tend vers 0 quand x tend vers +o00. On en déduit que xe %’ J = dt tend vers 0 quand x tend
1

vers +oo. Finalement, 1 — 2xf(x) tend vers 0 quand x tend vers +o0, ou encore, f(x) oo 2%
X—+00

ex’ e’ X 2
4) Pour x > 0, g(x) = =— (1 — 2xf(x)) = — —J e'” dt puis,

2x 2x 0

http ://www.maths-france.fr 7 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



g est donc strictement décroissante sur ]0, +00[ et donc, g s’annule au plus une fois sur ]0, +oo[. Ensuite, f'(1) = 1-2f(1) =
1

1
1—2e! J et dt. Or, la méthode des rectangles fournit J' et” dt = 1,44... > 1,35... = ;, et donc f'(1) < 0 puis g(1) < 0.
0 0
1 1
Enfin, comme en 07, g(x) ~ Zf’(()) =50 g(0™) = +o0.
Donc, g s’annule exactement une fois sur ]0, +oo[ en un certain réel xo de ]0, 1[.

5) g est strictement positive sur ]0,xo[ et strictement négative sur Jxg, +ool. Il en de méme de f’.  est ainsi strictement
croissante sur [0,xo] et strictement décroissante sur [xg,+oo[. Par parité, f est strictement croissante sur [—xg,0] et
strictement croissante sur |—oo, Xo].

Exercice n° 9

Pour t € [0, 1], puisque f(0) =0,

(1) = (

t 1
:tJ % (u) dugtJ 7 (w) du,
0 0

2

t t t
J' f'(u) du) < (J' f’z(u) du) (J' 1 du> (d’apreés l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ)
0 0 0

et donc, par croissance de 'intégrale,

J; f2(t) dt < J; t (ﬂ £ (w) du> dt = (J; 2 (w) du> J; tdt = %J; £ (u) du.

Pour x réel donné, la fonction t — [t — x|f(t) est continue sur [a, b] et donc F(x) existe.

Exercice n° 10

b b b

f(t) dt—I—J tf(t) dt. F est donc de classe C! sur ] — o0, a] en tant que fonction

a

Pour x < a, F(x) = J (t—x)f(t) dt = —XJ

a a

b b

f(t) dt et Fg(a) = —J f(t) dt.

a

affine et, pour x < a, F/(x) = —J

a

b b

f(t)dt —J tf(t) dt. F est donc de classe C! sur [b, +oo[ en tant que fonction affine et,

a
b

£(t) dt et F{(b) = J £(t) dt.

a

De méme, pour x > b, F(x) = XJ
a
b

pour x > b, F/(x) :J

a

Enfin, si a <x < b,
X

a X a X a X

X b b X b
F(x) :J (x —t)f(t) dt+J (t—x)f(t) dt =x <J f(t) dt—J f(t) dt) —J tf(t) dt+J tf(t) dt.

Puisque les fonctions t — f(t) et t — tf(t) sont continues sur [a,b], F est de classe C' sur [a,b] et, pour a < x < b,

X b
F'(x) = J f(t) dt—J f(t) dt + x(f(x) — (—f(x))) — xf(x) — xf(x)

a X

_ JX f(t)dt — Jb f(t) dt.

a X

b b
et en particulier, Fj(a) = —J f(t) dt = Fé(a) et Fg(b) :J f(t) dt = F4(b).

a a
F est continue | — oo, al, [a,b] et [b,+oo[ et donc sur R. F est de classe C' sur ] — oo, al, [a,b] et [b,4+o00[. De plus,
Fgla) =Fi(a) et F(b) =Fj(b). F est donc de classe C! sur R.

Exercice n° 11

Puisque f est continue et strictement croissante sur [0, a], T réalise une bijection de [0, a] sur f([0, al) = [0, f(a)].
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X

Y
f(t) dt —|—J f=1(t) dt — xy. Puisque f est continue sur [0, a], on sait

Soit x € [0, al. Pour y € [0, f(a)], posons g(y) = J
0

0

que f~! est continue sur [0, f(a)] et donc la fonction y — J f1(t) dt est définie et de classe C' sur [0, f(a)]. Donc g est
0
de classe C' sur [0, f(a)] et pour y € [0,f(a)], g’'(y) = f "(y) —x.

f étant strictement croissante sur [0,al, g’(y) > 0 & f~'(y) > x & y > f(x). Par suite, g’ est strictement négative

)
sur [0, f(x)[ et strictement positive sur Jf(x), f(a)]. Par suite, g est strictement décroissante sur [0, f(x)] et strictement
x f(x)
f(t) dt + J 71(t) dt — xf(x).

croissante sur [f(x),f(a)]. g admet en y = f(x) un minimum global égal a g(f(x)) = J
0

0
Notons h(x) cette expression.

X

Y
f(t) dt est de classe C' sur [0, a]. D’autre part, y — J 71 (t) dt est de

f est continue sur [0, a]. Donc, la fonction x — J
0

0

f(x)
classe C! sur [0, f(a)]. On en déduit que x — J 71 (t) dt est de classe C' sur [0, al]. Il en est de méme de h et pour
0
x € [0, al,
h/(x) = f(x) + f'(x)f ' (f(x)) — f(x) —xf'(x) = 0.
h est donc constante sur [0, a] et pour x € [0, a], h(x) = h(0) = 0.

La fonction h admet donc un minimum global égal & 0 et on a montré que

X X

Yy

V(x,y) € [0, a] x [0, f(a)], J

, f(t) dt+J

(1) dt —xy > J
0

0
Exercice n° 12

Pour x € [0, 1], posons g(x) = f(x) — x. g est continue sur [0, 1] et

1 ‘ ‘ 11
J Q(X)dx:J f(x) dx—J xdx = - — - =0.
0 0 0 2 2

Si g est de signe constant, g étant de plus continue sur [0, 1] et d’intégrale nulle sur [0, 1], on sait que g est nulle. Sinon,
g change de signe sur [0, 1] et le théoréme des valeurs intermédiaires montre que g s’annule au moins une fois. Dans tous
les cas, g s’annule au moins une fois sur [0, 1] ou encore, f admet au moins un point fixe dans [0, 1].

Exercice n° 13

D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

(J; ft) dt) O; o(t) dt) - (E (vim)’ dt) (J; (Vam)® dt)
> (J; VER)Vg(t) dt)z > <£1 dt)z =1.

Exercice n° 14

Soit x € [0,1] C [0, g} La formule de TAYLOR-LAPLACE & l'ordre 1 fournit

sinx:x—J (x —t)sint dt < x,
0

T
car pour t € [0,x], (x —t) > 0 et pour t € [0,x] C [0, E}, sint > 0.

De méme, la formule de TAYLOR-LAPLACE & 'ordre 3 fournit

) X3 x (X_t)s ] X3
sinx =x— — + sintdt >x— —.
6 o 6 6
3
Dong, Vx € [0,1], x — 3 <sinx < x.
Soient alors . > 1 puis k € [1,n]. On a 0 < < 1 et donc

(n+k)2
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puis en sommant

Maintenant,

SRS L B | R BN R R
Mm+k?2 n' n k)znﬂ:oon o (14+x)?2 n—+oo 2N n)’

k=1 k=1 (145
n

D’autre part,

= 1 1
et dOHC, l; m n—>_+oo o (E)

1 1 1 1
CEA Tl z) = Zn(% +O(H)) =1+ 0(1) et que 2n7(n+k)2

n
d’aprés le théoréme des gendarmes, 2n Z sin
k=1

On en déduit que 2n( =1+ o(1). Mais alors,

tend vers 1 quand n tend vers +00, ou encore

1
(mn+ k)2
i sin ] ~ ]
= M +k)2 no+oo 2n°
Exercice n° 15
1lére solution. Soit n € N*. Comme dans I'exercice précédent, la formule de TAYLOR-LAPLACE fournit pour tout réel x

3

e [0,1], x — % < sinx < x. Donc,

L S, =k
ZE§Zs1nn— Z?

k=1 k=1 k=1

A =

n

k
D
k=1

— et d’autre part,
n P

T 1 1 L T e
Donc,——l———pglésmggz—&—ﬂpms

2 2n
1 i 1T 1
— - = = — < 0.
— n<§ sm > 2n>\0

k=1

n
L . k 1 1
Le théoréme des gendarmes montre que ngrfoo n <]; sin 2z 2 Zn> 0 ou encore

Zs1 ]—l—l*o l
nanJrooz 21’1_ n )

2éme solution. Soit n € N*.
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n n .
k ik/n i/n? 11— ent/n i(1+2—1)y/m? St 2 St 2n? St 2
]; sin — = Im <]; e =Im|e Ry Im|e 272 — = g
= = Sl ——~= Sin
2n? 2n?

notoo BB (L

Exercice n° 16

T T\ ™
1) Soit n € N. Pour x € [O, —}, 0 < Arcsin™x < (z) et donc, par croissance de 'intégrale,

2
ocun g, (3) a5 (5

1 /m\m
D’aprés un théoréme de croissances comparées, i (E) tend vers 0 quand n tend vers 4+oo. D’aprés le théoréme des
gendarmes, 1, tend vers 0 quand n tend vers +oo.

x

Toxn Toxm 1 1
2) Pour tout n € N*, 0 < J X dx < J dx = ——. Comme tend vers 0 quand n tend vers +oo,
o T+x o 1+0 n+1 n+1

1 n
X
J ] dx tend vers 0 quand n tend vers +oo.
0

3) Soit n € N*.

7T . 7T
nsinx .
J dx—J sinx dx

. T 2
—x sinx T s
n dx‘ <J — dx = —.
0o XTn 0

X+n 0 0+n n

T _xsinx ”
dx| <
0 X+n 0

2 o
s nsinx
Or, ey tend vers 0 quand n tend vers 400, et donc J

us

dx tend vers J sinx dx = 2 quand n tend vers +oo.
0

0 X
Exercice n° 17

Pour t € R, posons g(t) = . g est continue sur R (car pour tout réel t, t* +t2 +1 > 0) et admet donc des

4+ t2+1
primitives sur R. Soit G une primitive de g sur R.
Définition, dérivabilité, dérivée.
Puisque g est continue sur R, F est définie sur R et pour tout réel x, F(x) = G(2x) — G(x). G est de classe C! sur R et
donc F est de classe C! sur R et pour tout réel x,

2 1
RV a2 N v

F'(x) =2G'(2x) — G’ (x) = 2g(2x) — g(x)

Parité. Soit x € R. En posant t = —u et donc dt = —du, on obtient, en notant que g est paire

—2x 2x 2x
Fl—x) = J g(t) dt = J g(—u) x (—du) = —J g(u) du = —F(x).

—X X xX

F est donc impaire.

Variations. Pour tout x réel,

sgn(F'(x)) =s n( 2 - !
8 8 VIeX* +4x2 +1  VxP+x2 +1
=sgn (4(x4 +x2+1)— (16x* +4x* + 1)) (par croissance de t — t% sur R™)

) :sgn(Z\/x4+x2+1—\/16x4+4x2+1)

=sgn(—12x* 4+ 3) = sgn(1 — 4x*) = sgn(1 — 2x?).
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1 1
F est donc strictement croissante sur [——, —} et strictement décroissante sur }—oo, —

L,—i—oo[.
2 V2

H ot s [ﬁ

Etude en +o00. Pour tout x > 0,

2x ] 2x ] -I
o<n < are| Sa=EEoL
x \/t_4 x \/X—4 x? X

1
Comme — tend vers 0 quand x tend vers +oo, le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que lirf F(x) =0.
X X—+00

Graphe. Le graphe de F a l’allure suivante

Exercice n° 18

f est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit F une primitive donnée de f sur R. Notons (*) la relation :

Y(x,y) € R?, f(x)f(y) = F(x +y) — F(x —y).

Pour x =y = 0, on obtient : Vx € R, f(0) = 0. Puis x = 0 fournit Yy € R, F(y) — F(—y) = 0. F est donc nécessairement
paire et sa dérivée f est nécessairement impaire.

La fonction nulle est solution du probléme. Soit f une éventuelle solution non nulle. Il existe alors un réel yo tel que
f(yo) # 0. Pour tout réel x, on a alors

1 x+Yo 1
) = s L_yo F(4) dt = 2 (Flx+) — Flx — o))

1
f est continue sur R et donc F est de classe C' sur R. Il en est de méme de la fonction x — —— (F(x +yo) — F(x —yo))

f(yo)
et donc de f. Mais alors, F est de classe C? sur R et donc f I'est aussi (f est en fait de classe C* par récurrence).
En dérivant (%) a y fixé, on obtient f'(x)f(y) = f(x +y) — f(x —y) (*x), mais en dérivant a x fixé, on obtient aussi
f(x)f'(y) = f(x +y) + f(x —y) (* x %). En redérivant (xx) a y fixé, on obtient " (x)f(y) = f'(x +y) — f'(x —y) et en
dérivant (* x *) a x fixé, on obtient f(x)f"(y) =f'(x +y) — f'(x —y). Mais alors,

V(x,y) € R, f7(x)f(y) = f(x)f" (y),

et en particulier,

" (yo)
f(yo)

On a montré que si f est solution du probléme, il existe un réel A tel que f est solution de ’équation différentielle y” —Ay = 0
(E).

e si A > 0, en posant k = /A, (E) s’écrit y” — k?y = 0. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

x — Ash(kx) + Bch(kx), (A, B) € R? et les solutions impaires de (E) sont les fonctions de la forme x — A sh(kx), A € R.
Réciproquement, soit k un réel strictement positif. Pour A € R* (on sait que la fonction nulle est solution) et x € R,
posons f(x) = Ash(kx). Alors

vx € R, f"(x) — f(x) =0.

*+y A 2A 2
f(t) dt = —(ch(k(x +y)) — ch(k(x —y))) = = sh(kx) sh(ky) = —f(x)f(y).
L_y 1 Lehlkix+y ch(k(x —y o Shkx) shky A Ty

2 2
f est solution si et seulement si A= 1 ou encore A = X
e si A <0, en posant k = /—\, (E) s’écrit y” + k?y = 0. Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme

x — Asin(kx)+Bcos(kx), (A, B) € R? et les solutions impaires de (E) sont les fonctions de la forme x — A sin(kx), A € R.
Réciproquement, soit k un réel strictement positif. Pour A € R* et x € R, posons f(x) = A sin(kx). Alors
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(cos(k(x —y)) — cos(k(x +y))) = ZTA sin(kx) sin(ky) = %f(x)f(g).

e
x
+
(=4
= >

f(t) dt =
x—y

&I

2
f est solution si et seulement si A =1 ou encore A =

e si A =0, (E) s’écrit y” = 0. Les solutions de (E) sont les fonctions affines et les solutions impaires de (E) sont les
fonctions de la forme x — Ax, A € R. Réciproquement, si f(x) = Ax

x+y A
| o at=Fiexr - o)) =2axy =
X—y 2
et f est solution si et seulement si A = 2.

2 2
Les solutions sont la fonction nulle, la fonction x +— 2x, les fonctions x +— X sin(kx), k > 0, et les fonctions x — X sh(kx),
k > 0.
Exercice n° 19

Soit F une primitive de f sur [a,b]. F est de classe C? sur le segment [a,b] et I'inégalité de TAYLOR-LAGRANGE permet
d’écrire

B _ A2
P20 - o - B3] < 5075 sl o, x € bl

Mais F/(a) = f(a) =0 et F” = f’. Donc,

a+b 1M(b—a)?
RO )| < 22
De méme, puisque F/(b) = f(b) =0,
a+b 1. (b—a)?
FETD) — F(b)| < sME

Mais alors,

b
b b
J f(t) dt| = [F(b) — F(a)| < ‘F(b) —F <a+ )‘ + ‘F (” ) ~ Fa)
o 2 2
1. (b—a)? 1 (b—a)? _ (b—a)?
SMT3 Mg =M
Exercice n° 20
1
Si J f(t) dt > 0,
0
1 1 1 1 1
J f(t) dt :J 1f(1)] dt (:)J f(t) dt :J If(1)] dt (:)J (If(t)] — f(t)) dt =0
0 0 0 0 0
& |f| — f = 0 (fonction continue positive d’intégrale nulle)
sSf=Iflef>0.
1 1
Si J f(t) dt < 0, alors J —f(t) dt > 0 et d’aprés ce qui précéde, T est solution si et seulement si —f = | — f| ou encore
0 0
f <0.

En résumé, f est solution si et seulement si f est de signe constant sur [0, 1].

Exercice n° 21
. . 1 . ) o at
1) Si x > 1, la fonction t — Lt est continue sur ]1, +ool et [x,x“] C]1,4oo[. Par suite, nt existe. De plus,
n n

x
2 2 2 2

X X X X
xJ Ldtgj E:J tLdtngJ o
tint , Int . tint . tint

X

Mais,
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2

X ] xz 5
J —— dt=[n[Int]], =In|ln(x")|—In[ln(x)| =1In
. tlnt

2lnx

=1In2.

Donc, Vx > 1, xIn2 < F(x) < x?1n2. D’aprés le théoréme des gendarmes, llim : F(x) =In2.
x—T, x>

X

1 1
Si0<x<1,onax?<xpuis [x?,x] C]0,1[. Donc, t — " est continue sur [x%,x] et F(x) = —J It dt existe.
n x2 1n

Pour t € [x2,x], on a tlnt < 0 et x> < t < x. Par suite,

1 1,1

——— St=——=—x
tnt S "tlnt  Int 7 thnt
x 1 * 1 x 1
puis, J' x—— dt < J' — dt < J' x?—— dt, et finalement,

x2 tint x2 Int x2 tint

Xz ] Xz ] X2 -I

x21n2:J x2—— dtgF(x):J —dth' x—— dt=xIn2.
« tint . Int . tlnt

On obtient alors 11im ] F(x) =In2 et finalement, lirn1 F(x) =In2. On en déduit que F se prolonge par continuité en 1 en
x—1, x< x—

posant F(1) =In2 (on note encore F le prolongement obtenu).

2) Domaine de définition. On a déja vu que F est définie (au moins) sur ]0,+oo[ (F désignant le prolongement). Il ne
parait pas encore possible de donner un sens a F(0) et encore moins & F(x) quand x < 0, car alors [x, 0] est un intervalle

de longueur non nulle contenu dans [x, x?], sur lequel la fonction t — It n’est méme pas définie.
n
D¢ =]0, +ool.

1
Dérivabilité et dérivée. Pour t €]0, 1[U]1, +ool, posons g(t) = Lt et notons G une primitive de g sur cet ensemble.
n

Alors, pour x dans ]0, 1[U]1, +ool, F(x) = G(x?) — G(x). On en déduit que F est de classe C! sur ]0, 1[U]1, +ool et que pour
x dans ]0, 1{U]1, +oo0l,
2x T x—1

F/(x) = 2xg(x*) — g(x) = In(x2) Inx Inx

x—1

Maintenant, quand x tend vers 1, tend vers 1. Ainsi, F est continue sur ]0, +oo[, de classe C' sur ]0, 1{U]1, +oo[ et F/

a une limite réelle en 1. Un théoréme classique d’analyse permet d’affirmer que F est de classe C! sur Df et en particulier,
dérivable en 1 avec F/(1) = 1.

x—1
vx €10, +ool, F/(x) = Inx
1six=1.

six # 1

Variations. Six > 1, x—1>0etInx >0etsi0<x<1,x—1<0etInx <O0. Dans tous les cas (0 <x < 1, x =1,
x > 1) F/(x) > 0. F est strictement croissante sur ]0, +o0l.

Etude en +00. On a vu que Vx > 1, F(x) > xIn2 et donc lim F(x) = +oo. Plus précisément, pour x > 1,

X—+00
F(X)1JXZ 1 t>x2—x7x—1
x xJ, Int 7 xlnx  Ilnx’

F(x)

tend vers +o0o quand x tend vers +oo d’aprés un théoréme de croissances comparées, on en déduit que ——

X —
Comme

nx
tend vers 400 quand x tend vers +oco et donc que la courbe représentative de F admet en 400 une branche parabolique
de direction (Oy).

1 1
Etude en 0. Pour x €]0,1[ et t € [x?,x], on a 2lnx = In(x?) < Int < Inx < 0 et donc — < — < ——, puis
; x 1 | Inx Int 2Inx

—x)— < | —dt< (x—x? t finalement
(x —x )lnx LZ " (x —x )Zlnx et finalement,

—x2 42

€0, 1l o <F(x) < T

—2Inx —Inx
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F(x) —F(0 F
On obtient déja lir% F(x) = 0. On peut prolonger F par continuité en 0 en posant F(0) = 0. Ensuite, (Xi 0( ) = (;)
xX— —

1— 1—
est compris entre 1 XX et I ); Comme ces deux expressions tendent vers 0 quand x tend vers 0, on en déduit que
—21In —In
F(x) — F(0) . '
——0 tend vers 0 quand x tend vers 0. F est donc dérivable en 0 et F/(0) = 0.
Graphe.
6 4
5 4
4 4
3 4
2 4
‘I 4
| | |
T T T

Exercice n° 22

1) f est continue sur R* en tant que quotient de fonctions continues sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas sur R*.
2

D’autre part, f(t) ~ — =tet lim f(t)=0=f(0). Ainsi, f est continue en 0 et donc sur R.
x—0 t t—0, t#£0

2) f est continue sur R et donc F est définie et de classe C' sur R. De plus, F’ = f est positive sur [0, 4+oo[, de sorte que F
est croissante sur [0, +oo[. On en déduit que F admet en oo une limite dans ] — oo, +00].

2

tend vers 0 quand t tend vers +oo, d’aprés un

tz
et —1

Vérifions alors que F est majorée sur R. On constate que t% x

théoréme de croissances comparées. Par suite, il existe un réel A > 0 tel que pour t > A, 0 < t2 < 1 ou encore

0<f(t) < a Pour x > A, on a alors

—JAf(t) d’t—&—l—l <JAf(t) d’t-l—l
o 0 A X\ 0 A.

A

1
F est croissante et majorée par J f(t) dt + A et donc a une limite réelle { quand n tend vers +oco.
0

Soit n € N*. Pour t €]0, +oo[,

1 n—] (e,t)n
__ 42—t 2 —t
f(t) = t?e = te < + 1=

k=0

n

n—1 tzeft
_ Z t2e—(k+1)t 4 e Mt — Z t2e 4 o (t) (%),
k=0

1—et
k=1

tZ —t
ou fn(t) = -

I’égalité (%) reste vraie quand t = 0. En intégrant, on obtient

e ™ pour t > 0. En posant de plus f,,(0) = 0, d’une part, f,, est continue sur [0, +oo[ et d’autre part,

n X X
Vx € [0, +ool, Vn € N*, F(x) = ZJ tZe Kt dt—l—J fa(t) dt (xx).
=90 0
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Soient alors k € N* et x € [0, +o0o[. Deux intégrations par parties fournissent :

thz _ktdt* ]tz —ktx+2J'Xt _ktdt* ] 2—kX+2 ]t—ktx+]J'X _ktdt
o e = X e . X o e = kX e X X e e

_ 2
— —Xxe

T2« 2 13 2 o x
B v v L v S

xX
2
Puisque k > 0, quand x tend vers +o00, on obtient lirf J t2e Kt qt — o On fait alors tendre x vers +o0o dans (xx*) et
X—+00 0

on obtient

* = 1 . *
VnEN,E—ZZFZ lim J fa(t) dt (% ).
k=1

X—+00 0

Ze—t

X
Vérifions enfin que lim ( lim J fn(t) dt) = 0. La fonction t —

n—+oo \x—+00 | 1—e
continuité en 0 et a une limite réelle en +00. On en déduit que cette fonction est bornée sur ]0, +o0o[. Soit M un majorant
de cette fonction sur ]0, +ool. Pour x € [0, +oo[ et n € N*, on a alors

- est continue sur J0, +oo[, se prolonge par

X

0 <J fa(t) dt < MJ e "t dt = %(1 —e ™),

n € N* étant fixé, on passe a la limite quand n tend vers +oco et on obtient
X
M
0< lim J fo(t) dt < —,
wﬂ+x>o n
puis on passe a la limite quand n tend vers +oo et on obtient
X
lim ( lim J fa(t) dt) =0.
n—+oo \ Xx—-+oo 0
Par passage a la limite quand x tend vers +o0o puis quand n tend vers +oco dans (* * %), on obtient enfin

x g2 U
XETOO(L et 1 dt)zzngrfoo ZF :

k=1
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